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Die Energiebilanz eines Wasserstoffbogens in axialem Magnetfeld

Upo Hemricu

Institut fiir Plasmaphysik, Garching bei Miinchen

(Z. Naturforschg. 20 a, 475—484 [1965] ; eingegangen am 24. Dezember 1964)

The numerical solution of the energy balance of a cylindrically symmetric hydrogen arc immersed
in an axial, strong, homogeneous magnetic field led to the current-voltage-characteristic and the
radial temperature distribution. Three types of arc models were used, each with different assump-
tions on radiation losses. The results show that, by the reduction of the thermal conductivity perpen-
dicular to the magnetic field for a fully ionized plasma, the necessary electrical power is diminished
for temperatures along the axis higher than about 2-10* °K. For example, an arc with 1 cm radius
in a hydrogen atmosphere of 5-10* dyne/cm?, in an external magnetic field of 20 kGauss, a tempera-
ture along the axis of 105 °K requires about 3,5 kW per cm arc length. Of this, radiation losses
account for about 0,5kW per cm. However, without a superimposed magnetic field the electrical

power is about 200 kW per cm.

Bekanntlich steigt der Verbrauch an elektrischer
Leistung eines tiblichen Lichtbogens mit wachsender
Achsentemperatur stark an !. Die notwendige hohe
Leistung ist vor allem auf die starke Zunahme der
Warmeleitfahigkeit » fiir ein vollionisiertes Plasma
mit der Temperatur (%~ T"*) zuriickzufiihren. Wird
dem Bogen nun in axialer Richtung ein starkes
homogenes Magnetfeld iiberlagert, so tritt eine be-
deutende Reduzierung der Warmeleitfahigkeit senk-
recht zum Magnetfeld ein (vgl. Abb. 1). Dadurch
wird die Erreichung sehr hoher Achsentemperaturen
mit relativ geringen Leistungen moglich, was im fol-
genden gezeigt werden soll. Das Magnetfeld hat aber
aufler der Reduktion der Warmeleitfahigkeit noch
einen zweiten Einflul auf die Lichtbogensadule. Im
Temperaturgebiet der teilweisen Ionisation ergeben
sich stationdre Diffusionsstrome von neutralen Ato-
men in Richtung steigender Temperatur und von
Elektronen und lonen in entgegengesetzter Richtung.
Uberlagert man ein axiales Magnetfeld, so wirkt auf
die Diffusion der geladenen Teilchen eine hemmende
Kraft, die durch einen sich einstellenden Druck-
gradienten ausgeglichen wird. Dadurch entsteht eine
Druckdifferenz zwischen den &ufleren kalten Be-
reichen des Bogens und seinem heilen Kern 2 (vgl.
Abb. 2). Ist im Inneren des Wasserstoffbogens volle
Ionisation erreicht, so stellt sich dort wieder ein kon-
stanter Gesamtdruck ein. Die Beeinflussung der Dif-
fusionsstrome durch das Magnetfeld hat auch einen
Einflu} auf die mit der Diffusion verbundene Reak-
tionswérmeleitfahigkeit zur Folge ?, was ebenfalls
beriicksichtigt werden muB.

1 H. Maxcker, Z. Phys. 157, 1 [1959].
2 R. Wienecke, Z. Naturforschg. 18 a, 1151 [1963].

Fir den zu berechnenden Lichtbogen sollen fol-
gende Voraussetzungen gemacht werden:
1. Der Bogen soll stationér betrieben werden.
2. Er soll Zylindersymmetrie besitzen.
3. Die Schwerpunktgeschwindigkeit des Bogenplas-
mas ist verschwindend klein.
4. Ein elektrischer Strom flieit nur in Achsenrich-
tung. Seine Fliachendichte ist durch das Oumsche
Gesetz bestimmt: j=oE; E = elektrische Feld-
stirke, o = elektrische Leitfahigkeit.
Uberall im Bogen ist lokales thermisches Gleich-
gewicht vorhanden; die Sana-Gleichung bestimmt
den Ionisationsgrad.

vt

6. Der Gesamtdruck im Plasma ist vom angelegten
Magnetfeld B, und vom AufBlendruck p, ab-

. o
héngig 2.

~1

. Fiir die numerischen Rechnungen wird Wasser-
stoff mit einem Auflendruck p, =5-10* dyn/cm?
und eine magnetische Induktion von B, =20 kI’
zugrunde gelegt.

Unter diesen Voraussetzungen lautet dann die

Bilanz der pro Zeit- und Volumeneinheit umgesetzten

Energie:

1 ;rrx(T)‘j;+o(T)E2+Rad(T)=O. 1)

Der erste Term stellt den Verlust durch Warme-
leitung sowie durch Konvektion von Teilchenenthal-
pie dar, dementsprechend ist unter % (7) die Summe
von normaler Warmeleitfahigkeit (ohne Massen-
transport) xy und sogenannter Reaktionswarmeleit-

3 R. Wiexecke, Z. Naturforschg. 19a, 675 [1964].
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fahigkeit g zu verstehen . Der zweite Term bedeutet
die zugefiihrte Joursche oder Onmsche Warme und
der dritte den Energieverlust bzw. -gewinn durch
Strahlung.
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Abb. 1. Normale (xx) und Reaktionswiarmeleitfahigkeit (xR)
von Wasserstoff senkrecht zum Magnetfeld. AuBendruck
pA=>5-10*dyn/em2, B;=20k/['. Zum Vergleich »x fiir voll-

ionisiertes Plasma ohne Magnetfeld- (—— —).
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Abb. 2. Druckerhéhung in der Bogensdule durch Uberlage-
rung eines Magnetfeldes. B;=20k/["; p,=Neutralgasdruck,
pe = Elektronen-, p;j = Ionendruck.

4 W. Finkerssure u. H. Maecker, Elektrische Biogen und
thermisches Plasma, Handbuch der Physik, Bd. XXII,
S. 346, Verlag Springer, Berlin 1956.
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I. Warmeleitfahigkeit x und elektrische
Leitfihigkeit o von Wasserstoff

Die Integration der Gl. (1) setzt eine Kenntnis
der beiden ,,Materialfunktionen® ¢ und x voraus.

Fiir die elektrische Leitfahigkeit benutzen wir fiir
sehr schwache Ionisation den von Makcker ! an-
gegebenen Ausdruck:
- 2 7!)7’/‘ Vej me'ls  (kT)%s ex [

V3 IE Qco Vp '

Q.o = Wirkungsquerschnitt fir den Stof Elektron-
Atom, E; = Ionisierungsenergie des Atoms.

E; |
2kT |

[em™1],

Im Bereich zwischen sehr schwacher und starker
Tonisation setzen wir:
) e(nitne) 34/ x
ng Qeo+ (ni+ne) Qie 8 ¥ 2k T me
(Qie = CouromB-Querschnitt),

O= [Cm_l]’

(2)

was nach * allgemein giiltig ist.
Zur Berechnung von o fiir das vollionisierte Plasma
nehmen wir den von Seirzer 3 angegebenen Wert:

0=1,38-108T"/In A [em™1]. (3)

Da Gl. (2) fiir ein vollionisiertes Plasma nicht in die
zuverldssige Gl. (3) ubergeht, wird Gl. (2) mit
einem Korrekturfaktor versehen, der diesen Uber-
gang gewdahrleistet.

Die Warmeleitfahigkeit senkrecht zum Magnet-
feld setzt sich aus der Summe der Wirmeleitfihig-
keit ohne Massenstrome xy und der Reaktions-
wirmeleitfahigkeit xp, die vor allem durch den
Transport von lonisationsenergie bedingt ist, zu-
sammen :

X=xN+*R.
Bei schwacher Tonisation kann »y fiir Neutralgas be-
nutzt werden !:

b,
2V20Q0 °’
In diesem Bereich kann die Reaktionswérmeleitfahig-
keit vernachlassigt werden.

8 kT

AN =
- T omy

vy = 'V

Im Bereich zwischen schwacher und voller Tonisa-
tion dagegen dominiert %y . Nach ? ergibt sich der
fiir alle Temperaturen giiltige Ausdruck:

1 dpi (T+868:102) kT
" 14+4 dT  (pi+p,) 2,88-10—27

erg
%R i

cm-grd-sec

5 L. Serrzer, Physics of Fully Ionized Gases, Interscience
Publishers, New York 1956.
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. e B2 (kT)?
mit A= —
(po-+pi) [pi eie (210 +2e0) +Po &i0 8e0]
&5 €0, oo bedeuten hier die von ScuLUTER 6 ein-

gefiihrten Reibungskoeffizienten, die allgemein in
folgender Form geschrieben werden kénnen

2kT
&9 = 3—‘/ 0, 1oy Q12=¢8 -

m,+m>
Die normale Warmeleitfahigkeit %y senkrecht zum
Magnetfeld fir teil- und vollionisiertes Plasma
wurde 7 entnommen. xy ist die Summe der Elek-
tronen-, Ionen- und Neutralatomleitfdhigkeit (%,
%, %)) . Es ergibt sich:

I 5 ktepe 1
T2 me 14wedre’
o O kTipi 1+70/Ti0
2 my 14wt
5 ktypg 7
o= T
0 2 m, Ti0

7 bezeichnet die jeweiligen Stofizeiten (siehe 7), m
und w, die Zyklotronfrequenz der Protonen und
Elektronen. Es gilt

L 18660, vq—iV2aeinilnd
TC 3Yme(k T)"2
1

= 034‘ Vii 5 1/ = L Vei «

7i
Bei allen Rechnungen wurden folgende Wirkungs-

querschnitte zugrunde gelegt: (Index 0 £ Atom,
e 2 Elektron; i 2 Ion):

Qu=4a10"%cm? (Le. 1),
Qe =130-10"1% cm? (l.c.?),
Qoi= 70-10"% cm? (l.c.9),
Qie = “ Ind (l.c.9)

(kT)?
3 1/(kT)3 5
i 1/ ED” (Le.9).

I1. Der Bogen ohne Strahlung

mit A=

LaBt man in der Energiebilanz (1) den Strah-
lungsterm Rad(7) weg, so bleibt die sogen. ELex-
Baas—HEeLLErsche Gleichung ibrig:

Ld o) 4 o(T) E2=0. (4)
dr dr

Wir wollen uns zunidchst (4) zuwenden (Bogen-

modell T).

5 A.ScuriTer, Z. Naturforschg. 5a, 12 [1950]; 6 a, 73 [1951].
7 W. Fexeserc, Die Transporteigenschaften eines teilweise
ionisierten Plasmas im Magnetfeld, VIiéme Conf. intern.
sur les Phénomeénes d’Ionisation dans les Gas, Paris 1963.
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Bezeichnet man den Gesamtbogenradius mit R,
dann ergeben sich aus (4) nach kurzer Rechnung fiir
Bégen mit gleichen Randbedingungen folgende Be-
ziehungen zwischen elektrischer Feldstirke E, Bogen-
strom J, Leistung W und Temperaturprofil:

E(R)=E(R=1)/R,
J(R)=R-J(R=1),
W(R)=W(R=1),
T(r)=T(Rr/R) . (5)

(Voraussetzung fiir die Ableitung vorstehender For-
meln ist, daB o und » als reine Temperaturfunk-
tionen vorliegen, was infolge der Rechnungen in 2
erfiillt ist.) Die Integration von (4) fur ein bestimm-
tes R(=1) bedeutet also keine Beschrankung der
Allgemeinheit, solange die Randbedingungen er-
halten bleiben.

Die Integration der Diff.-Gl. (4) wurde durch
ihre Umwandlung in eine Integralgleichung vor-
genommen, die nach anfinglicher Vorgabe eines
(linearen) radialen Temperaturprofils auf einer
Digitalrechenmaschine iterativ gelost wurde. Dieses
Losungsverfahren hat gegeniiber anderen den Vor-
teil, daBl es auch zur Integration von (1) benutzt
werden kann, worauf noch eingegangen werden wird.

Setzt man (d7/dr),_=0 zur Gewihrleistung
physikalisch verniinftiger Losungen und der Einfach-
heit halber T (R) =0, dann ergeben sich als Re-
kursionsformeln (mit L als Iterationsindex) :

T,..(r) =T(0) _EL2/‘<OIQO(TL(9))dQ )dr',
0

r 2 (TL(r))
f 00(TL(0)) do
- //" dr.
r" % (TL(r))

(Die Anzahl der Iterationen wurde durch die Ge-
nauigkeitsforderung | (77,1 —T1)/TL|<107* fest-
gelegt. Um das Temperaturprofil fiir ca. 20 ver-
schiedene Achsentemperaturen bis zu 10° °K zu
errechnen, war auf einer IBM 7090 eine Maschinen-
zeit von ca. 30 min. notig.)

Die mit dem strahlungsfreien Bogenmodell (R
=1cm) fir

py=>5-10*dyn/em?, B,=20kI

8 W. L. Frre, R. F. Stessines, D. G. Hummer u. R. T. Brack-
man, Phys. Rev. 119, 663 [1960].

9 H. Makcker, T.Perers u. H. Scmenk, Z. Phys. 139, 448
[1948].
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gewonnenen Ergebnisse sind in den Abb. 3 und 4
dargestellt. Gegeniiber einem Bogen ohne iiberlager-
tem Magnetfeld (Gesamtdruck p=5-10* dyn/cm?,
R =1 cm) fallt der sehr unterschiedliche Verlauf des
radialen Temperaturprofils und der Strom-Feld-
starke-Charakteristik auf (Abb. 3 und 4). Die Ur-
sache dafiir ist in dem unterschiedlichen Verhalten
der Warmeleitfahigkeit fiir vollionisiertes Plasma zu
suchen. Wahrend beim Fehlen eines starken Magnet-
feldes » gemiB der Sprtzerschen Formel ~ T°* an-
steigt, bleibt in unserem Falle » entweder konstant
oder fallt sogar leicht ab. Daher muf} sich, wie man
bei genauer Diskussion von (4) sieht, der heifle
Bogenkern einschniiren sowie die elektrische Feld-
stirke und damit die Leistungsaufnahme des Bogens

reduzieren.
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Abb. 3. Radiales Temperaturprofil fiir einen Bogen ohne (2)
und mit (1) iiberlagertem Magnetfeld. B, = 20 k', AuBen-
druck pa = 5-10* dyn/cm?®.
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Abb. 4. Strom-Feldstiarke-Charakteristik fiir einen strahlungs-

freien Bogen ohne (2) und mit (1) tiiberlagertem Magnet-
feld. B; = 20 kI', AuBendruck pA = 5-10* dyn/cm?2.

U. HEIDRICH

III. Der Bogen mit Strahlung

Wie eben gezeigt wurde, ist bei Vernachlassigung
der Strahlungsverluste in der Energiebilanz die fiir
einen Wasserstoffbogen in axialem Magnetfeld auf-
zuwendende elektrische Leistung fiir hohere Achsen-
temperaturen gering gegeniiber einem Wasserstoff-
bogen mit gleicher Achsentemperatur ohne iiber-
lagertem Magnetfeld. Aulerdem ist beim Bogen mit
Magnetfeld das Gebiet starken Strahlungsaustausches
(zw. 10* und 2-10* °K) weiter ausgedehnt als beim
Bogen ohne Magnetfeld mit gleichem Gesamtbogen-
radius R und gleicher Achsentemperatur. Daher
diirfte der Einfluf} der Strahlung auf den hier be-
trachteten Bogen grofler sein als auf einen vergleich-
baren Bogen ohne iiberlagertes Magnetfeld.

Im folgenden wird zunéchst grundsitzlich auf den
Strahlungstransport eingegangen, danach die Linien-
und Kontinuumsstrahlung der Wasserstoffatome be-
handelt und die Strahlungsenergiebilanz fiir die
Lyman-Serie allein aufgestellt. Zum Schlull werden
die Ergebnisse mitgeteilt, die mit den beiden die
Strahlung unterschiedlich beriicksichtigenden Bogen-
modellen erhalten wurden.

a) Grundlagen

Ein Lichtstrahl der Intensitit /. im Frequenzinter-
vall von » bis » + d» erfdhrt beim Durchlaufen einer
Materieschicht der Dicke ds eine Intensitatsanderung
d/, gemal} der bekannten Formel

dl, = (& — = 1,) ds. (6)

Dabei bedeuten ¢, den Emissions- und », den Ab-
sorptionskoeffizienten. Eine gegeniiber (6) genauere
Beschreibung des Strahlungstransports wiére mit
einem unverhaltnismaflig groferen Aufwand an
numerischer Rechnung verbunden gewesen, daher
soll hier davon abgesehen werden.

Fir den Fall der Hohlraumstrahlung gilt der
Kircunorrsche Satz:

&=, B, (7)
_2h »3
T exp{hy/(kT)}—1
als der Intensitat der Hohlraumstrahlung. ¢, ist im
allgemeinen aus zwei Anteilen zusammengesetzt, den
Koeffizienten fiir spontane ¢, und fiir die durch das
Strahlungsfeld induzierte Emission ¢,7. Eine ge-
nauere Abschitzung zeigt jedoch, dal im Bogen &
gegeniiber & vernachlissigt werden kann, also soll
immer &, ~ &, gesetzt werden.

mit
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Die Anwendbarkeit von (7) geht iiber den ideali-
sierten Fall des Hohlraumes hinaus, wenn die stati-
stische Verteilung der angeregten Atome der Bovrz-
maNN-Formel (8) gehorcht, was man sich bei mikro-
skopischer Betrachtung von & und », klar machen
kann:

nmzno(gm/zo) exp {”Em/(k T)}a (8)

n,, = Anzahl der (H-)Atome im Zustand mit der
Hauptquantenzahl m und der Energie E,, (bezogen
auf den Grundzustand mit E;=0) pro Volumen,
ny= Gesamtzahl der (H-)Atome pro Volumen,
gm = statistisches Gewicht des m-ten Zustandes,
Zy=2 g exp(—E/kT) = atomare Zustandssumme.

Da wir fiir unser Bogenmodell lokales thermisches
Gleichgewicht annehmen, gilt (8), und es kann bei
allen Rechnungen (7) zugrunde gelegt werden. Die
Stromungsgleichung der Strahlung (6) kann deshalb
umgeschrieben werden in

dly =% (B, —J],) ds. 9)

Bei der Aufstellung der Strahlungsenergiebilanz
kann man zwei Grenzfélle unterscheiden, je nachdem
ob das Plasma in einem bestimmten Bereich des
Bogens fiir die betreffenden Strahlungsorte optisch
dick oder diinn ist:

optisch diinn:
optisch dick:

/Zvd5<1, d.h. ]V<B)’)
fx,rds>l, d.-h. J,=B,.

Wiahrend die Einfithrung von optisch diinner Strah-
lung in die ELexBaas—HeLLERsche Diff.-Gl. (4) nur ein
zusitzliches funktionales Glied dhnlich o (7T) E? ver-
ursacht, verwandelt die Beriicksichtigung von Strah-
lungsabsorption sie in Integrodifferential-
gleichung, da die Absorption eines Volumenelements
von den Strahlungsaustauschprozessen des ganzen
Bogens abhéngt. Optisch dicke Strahlung spielt bei
der Energiebilanz keine Rolle.

eine

Bei der zu betrachtenden Strahlung handelt es sich
vor allem um die Linien- und Kontinuumsstrahlung
der H-Atome, wahrend die Strahlung der H™-Ionen
und die Zyklotronstrahlung ohne weiteres vernach-
lassigt werden konnen.

Zur Abschitzung der optischen Weglangen f %, ds
wurde ein Gesamtbogenradius von ca. 1 —2 cm an-
genommen, was die parallel durchgefiihrten Bogen-
experimente in Garching nahelegten, und es wurden

10 A, UnsoLp, Physik der Sternatmosphiren, Verlag Springer,
2. Auflage, Berlin 1955.
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zunidchst die ohne Strahlungsberiicksichtigung ge-
wonnenen Ergebnisse (radiales Temperaturprofil
und elektrische Feldstiarke) naherungsweise benutzt.

b) Linienstrahlung und Kontinuumsstrahlung der

H-Atome

Bezeichnet man mit A4,,, die Ubergangswahrschein-
lichkeit fiir spontane Emission vom Energiezustand m
in den Zustand n des Atoms und mit »,,, die Fre-
quenz der dabei ausgesandten Strahlung, so ergibt
sich fir den zugehorigen Emissionskoeffizienten
Emnt

’

& mn = 4 Amn ny, h Ymn

[ Ewm |
| kT’
Die GroBen A,,, wurden ', die Werte von E,, und
Vyun 1 entnommen.

Vernachléssigt man die Absorption der von auflen
auf das Volumenelement treffenden Strahlung, dann

gibt der Ausdruck

’ ’
Lmn=4‘n£mn

1 n
= 7 Amn h Vinn Z:V 8m eXP

die pro Volumen- und Zeiteinheit verlorengegangene
Strahlungsenergie an. L', stellt also eine obere
Grenze fiir den Strahlungsverlust dar.

L',,, der wichtigsten Linien ist fiir ausgewahlte
Temperaturzonen des betrachteten Bogens in Tab. 1
angegeben. AuBlerdem findet man noch Lk fir die
Kontinuumsstrahlung der H-Atome und zum Ver-
gleich mit dem strahlungsfreien Bogenmodell errech-
nete elektrische Leistungen ¢ E? fiir drei verschiedene
Achsentemperaturen.

Wie Tab. 1 zeigt, liegt L’,,, der ersten Glieder der
Lyman-Serie fiir 10* °K <7 < 3-10* °K teilweise be-
trachtlich tiber ¢ £2 oder in dessen Grofenordnung.
Es wurde deshalb notwendig, die Grofie der zu-
gehorigen Absorptionskoeffizienten zu ermitteln. Die
Emission und Absorption der Spektralinien erfolgt
niamlich nicht streng monochromatisch, sondern sie
weist ein Profil auf, das im wesentlichen erstens
durch DoppLer-Effekt infolge der ungeordneten ther-
mischen Bewegung der strahlenden Atome und zwei-
tens durch Stark-Effekt, hervorgerufen von elektri-
schen Mikrofeldern der Ionen und Elektronen
(Druckverbreiterung) zustande kommt. Demgegen-
tiber ist die Linienaufspaltung durch Zeeman-Effekt

11 E. W. Scurorski, Atomphysik I, Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin 1960.
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Tin 10* °K 08 12 14 20 |25 100
2 51 54 3600 5710 1480 463 1
3 >1 1 185 381 156 61

41 42 95 47 19

51 16 37 20 9

6—1 8 19 11 5

3 52 23 47 19 7
4—>2,3 716 8 3
52,34 3 7 4 2
6—2,3,4,5 4 2

Kontinuum (LK) 67 206 184 109 4
XlenJrLK 100 279 217

: an-’rLK 676 5
cE?

(T (0) =2-10* °K) 900 2500

o E?

(T (0) =105 °K) 390 1100 7700

Tab. 1. Zusammenstellung von L’;, = 4 7 &, der wichtig-
sten Linien und des Kontinuums von Wasserstoff und Ver-
gleich mit der fiir den Bogen ohne Strahlungsverluste (R =
1 cm) ermittelten Joureschen Leistung o E? [Watt/cm?].
(m—n,k,l... 2 Summe der Strahlungsiiberginge vom
Niveau mit der Hauptquantenzahl m zu den Niveaus mit
n,k,l..., T(0)= Achsentemperatur).

infolge des starken tliberlagerten Magnetfeldes, die
die GroBenordnung der Larmor-Frequenz aufweist,
klein. Wegen der Giiltigkeit des KircHuorrschen
Satzes (7) fiir unseren Bogen ist das Emissions-
gleich dem Absorptionsprofil. Ferner bleibt die
Emission der Linie insgesamt erhalten.

Bezeichnet man mit A den Frequenzabstand von
der Linienmitte und mit m, die Atommasse, dann
lautet nach 1° die Intensititsverteilung J(Av) der
emittierten Strahlung fiir reine DoppLER-Verbreite-
rung [mit der Normierung f](dv') ' =1]:
J(4dv) = &P {=dy/4vp)%) mit Avp= " V2 kT

Va Avp c mg
Die Druckverbreiterungsprofile der Linien Lya, Lys,
H. — H, liegen mit der Ionen- bzw. Elektronendichte
n; als Parameter als Funktion von a = A4[A]/F vor,
wobei F=2,61'e-n;* [el. stat. cgs em™2] die so-
genannte Normalfeldstarke ist 12.

Unter den Bedingungen unseres Bogens wurde
das Verhiltnis von DoppLER- zu Druckverbreiterungs-
halbwertsbreite = 7 fiir Ly., <1 fiir Lys und <1
fir Ho. Um das tatsdchliche ¢ bzw. x,-Profil
[= Jr(4v)] zu erhalten, wurde fiir Ly« und Lys
das gegebene Druckverbreiterungsprofil [ =/, (4v) ]

12 H. Griem, A.C.Kow u. K. Y. Suex, Stark Broadening of
Hydrogen Lines in Plasma, NRL Report 5455 [1960].
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mit dem Dopprer-Profil [= Jp,(4v)] numerisch
gefaltet:

Jr(dv) = j/'e;D,(Av') Tpo(Av — A"y d(AY').

Es ergab sich, dal im Bereich des stirksten Strah-
lungsaustausches das resultierende Profil von &,
bzw. %, durch den einfachen Ansatz
Av) ~Ja (dv) = -Lexp [ 1471)
Tr(4v) =] (4v) 2P |7 o |
approximiert werden kann, wobei a ungefihr die
Halbwertsbreite von Ji(Av) darstellt und in Ein-
heiten der fiir die Dorpprer-Verbreiterung charak-
teristischen Grolle Avy, ausgedrickt wird.

Die detaillierte Bestimmung von x,, (4v) zeigte,
daf} im Rahmen der Bogendimensionen (die Achsen-
richtung selbstverstindlich ausgeschlossen) fiir alle
aullerhalb gesamte
Bogenplasma als optisch diinn angesehen werden

Linien der Lyman-Serie das
kann. Fir H. gilt diese Aussage weniger gut. Bei
den Lyman-Linien sind die Absorptionsverhiltnisse
bedeutend komplizierter, so dal} eine genauere
Untersuchung des von ihnen verursachten Strah-
lungsverlustes notwendig wurde (vgl. 111 ¢).

Die Kontinuumsstrahlung der H-Atome, ent-
standen durch frei-frei-(Bremsstrahlung) und frei-
gebunden-Uberginge der Elektronen, besteht nach
aus einem ziemlich frequenzunabhéngigen und einem
stark frequenzabhéangigen Anteil [im folgenden mit
(1) bzw. (2) indiziert], die an der Grenzfrequenz v
sich,
Energiedifferenz im Termschema von der Ionisie-
rungsgrenze (E;) bis zu dem Term, der den Ab-
schluf} einer hinreichend dichten Termfolge bildet.
gleich h v gesetzt wird.

(1) —47 Neni erg
&’ =6,36-10 - .
VET [cm3 -sec 'sterad}

zusammenstoflen. v errechnet indem die

Der Gesamtstrahlungsverlust des frequenzunab-

hingigen Teils des Kontinuums L betriigt dann mit

ve = (Ei—Eg) [h:

LY = [4nel dv=53"108 ("i/“’“‘)g[ erg ]
0

VYT/10¢ | cm?sec :

(10)

Die Wahl von »; ist wegen Li" < L{? nicht kritisch
[vel. (10) mit (11)].
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@ _ .1Q—47 Mine [_ hr| {
& =6,36-10 VET eXp | = | " \SXP

LY = / 4re? dv =1,42-107

ve

Die Bestimmung des Absorptionskoeffizienten fiir
die Frequenz maximaler Emission (Kante des
Lyman-Kontinuums) zeigte, dal die Absorption im
Bogen sehr gering ist. Daher gibt die Summe von
(10) und (11) ungefdahr den Energieverlust pro
Volumen- und Zeiteinheit durch Kontinuumsstrah-
lung an (vgl. Lg in Tab. 1).

¢) Die Berechnung der Strahlungsenergiebilanz fiir
die Lyman-Serie

Betrachtet man ein (Einheits-) Volumenelement am
Ort mit dem Radius r, so lautet seine Strahlungs-
energiebilanz iiber alle Richtungen o fiir eine Linie

(L):
Rady, (r) = f(/sy(r) dv)dw
o L

= f(/x,,(r) L(r, ) dv)do (12)
_ f y, (r)/]y(r, do))dv
L

Um die zur numerischen Losung von (12) bendétigte
Rechenmaschinenzeit in Grenzen zu halten, wurden
nur die Lyman-Linien a und f betrachtet. Diese wei-
sen die bei weitem grofiten Emissionskoeffizienten
der Lyman-Linie auf (vgl. Tab. 1), aulerdem kommt
durch ihre approximative Behandlung eine Unsicher-
heit in die Gesamtrechnung, so dal} keine weiteren
Linien beriicksichtigt wurden.

Ferner wurde eine Halfte des (symmetrischen)
frequenzabhingigen Profils von Emissions- und Ab-
sorptionskoeffizient durch eine fiinfstufige Treppen-
kurve angendhert. Fir jedes dieser Frequenzinter-
valle und fiir bestimmte Richtungen wurde die Strah-
lungstransportgleichung vom Bogenrand bis zum
jeweiligen Aufpunkt, an dem Rad;, berechnet werden
sollte, integriert. Die Richtungen ergaben sich aus
der angendherten Bildung des iiber dem vollen
Raumwinkel genommenen Integralmittelwertes der
Strahlungsintensitat

I (r) = [Ji(r, ) do,

=4n£L(r)

Ju=[1.dv,
L

der Index i bezeichnet das jeweilige Frequenzinter-
vall. Es wurde dazu ein von Gauss stammendes Ver-

| kT
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[hyvg ] 2 El } [ erg
T Z exp | f | cm3-sec-sterad
[}“’G é(El—En) é ’”’],
(ni/101%)2 [ T | [ erg
vT/10¢ | 10¢ 37,4 | {cm3-sec]” (11)

fahren verwendet, das die Integration folgender-
mallen ersetzt 10:

/f(x) dx—zakf(xk)
=1

In unserem Fall wurden zur Mittelung 32 Rich-
tungen benutzt, was sich infolge der Bogensymmetrie
auf die Bestimmung der Strahlungsintensitit aus nur
acht verschiedenen Richtungen reduzierte. (Die Rech-
nung zeigte einen ziemlich glatten Intensitatsverlauf
in Abhéangigkeit von der Richtung an, so dal} acht
Richtungen ausreichen diirften.)

Fir die Strahlungsenergiebilanz (12) ergab sich
somit

Rady,(r) =4 7 (er, (r) (13)

—2;1%1,,1'0) I (1))

mit L =Ly, bzw. Ly;.
Einen Uberblick iiber das Verhiltnis von
L =4

erlaubt Abb. 5 [T (0)

m-er, zu Rady,

=105°K, R=2 cm].

w1
femd
L~
LLy-F“"‘Ly‘
10°
10°
10' <

1 15 2 25

T [10%°K]

Abb. 5. Strahlungsenergiebilanz pro Volumen im Bogen fiir
die Linien Lymax a und /. Achsentemperatur=10° °K, Bogen-
radius R=2 cm, B;=20 k/', Auendruck pA =5-10* dyn/cm?.
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IV. Der EinfluBl der Strahlung auf die
Energiebilanz des Bogens

Solange die Strahlungsabsorption eines Volumen-
elements vernachlassigt werden kann, lautet

Rad(T) 24:’2 e (T) + Lx (T) .

L

(14)

In dieser Form wurde Rad(T) fiir Volumenelemente
mit einer Temperatur von mehr als 2,5-10* “K ver-
wendet. Fir 7<2,5-10* °K wurde die Lyman-Serie
bei der Summation in (14) ausgeschlossen, was
durch die Bestimmung von Rady (T) nach (13) fiir
Ly. nahegelegt wurde. Wihrend im Bogenmodell 11
die Lyman-Serie unterhalb von 2,5-10% °K iiber-
haupt nicht beriicksichtigt wurde, wurde beim Bogen-
modell IIT Rad; geméf (13) fir Ly. und Lys an
maximal 15 Aufpunkten gebildet und dazwischen
linear interpoliert. Aufpunkte mit Temperaturen
unterhalb von ca. 1,1-10* °K lohnen nicht, da einer-
seits im Linienkern wegen des groflen Absorptions-
koeffizienten kein Strahlungstransport mehr statt-
findet und andererseits wegen des nahezu DoppLER-
Absorptionsprofils in diesem Temperaturbereich
keine Absorption der aus heileren Zonen stammen-
den Strahlung, wo das Emissionsprofil wesentlich
breiter ist, erfolgt.

Die Energiebilanz mit Strahlung wurde wie im
. Fall ohne Strahlung in eine Integralgleichung um-
gewandelt und iterativ gelost. Wahrend sich die

10
9
V.8
Elem! 7
64— 12 13 115 16 N2 s
O\ 3
R R G
5 N
&)
6
9
. N
930
7
3
~
8
Q

«n £ Achsentemperatur n10“°K
|

7
|

: T 1
1102 2 3 4 5 6 7 8 910

—————==—J [A]

Abb. 6. Strom-Feldstarke-Charakteristik fiir einen Bogen im
dulleren Magnetfeld ohne (1) und mit (2) Strahlung
(Modell II).

R =1 cm, B, = 20 kI', AuBendruck pA = 5-10* dyn/cm?.
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Rechenmaschinenprogramme fiir die Bogenmodelle I
und II nicht wesentlich unterscheiden, ist das Pro-
gramm fir das Modell I1I bedeutend umfangreicher
und zeitlich aufwendiger, da zusitzlich die Strah-
lungstransportgleichungen gelost werden miissen.

Weil fiir die Losungen von (1) keine einfachen
Transformationsgesetze analog zu (5) existieren.
wurde die Integration von (1) fiir zwei verschiedene
Gesamtradien, R=1 und 2 cm, vorgenommen. Auf
Grund der bisherigen Bogenexperimente in Garching
stellt R =2 cm schon eine obere Grenze dar. Die sich
fur das Bogenmodell 11 ergebende Strom-Feldstarke-
Charakteristik ist fiir R =1 ¢cm in Abb. 6 zu sehen.
in der zum Vergleich auch die ohne Strahlungs-
beriicksichtigung (Bogenmodell I) gewonnene Cha-
rakteristik eingezeichnet ist.

4 P c— @
Wik ~{_
. [©) L~
o [ 1
E—

: il

1

0

110° 510° 110°
———a= Achsentemperatur
[°K 1

Abb. 7. Abhidngigkeit der Bogenleistung von Achsentempera-

tur und Radius: ohne (1) und mit Strahlung (Modell II)

fir R=1cm (2), R=2cm (3); B:= 20kI[, AuBen-
druck pa = 5-10* dyn/cm?.

In Abb. 7 ist die pro Séulenldnge aufzubringende
elektrische Leistung W iiber der Achsentemperatur
aufgetragen, und zwar fir den strahlungsfreien
Bogen, bei dem W unabhingig von R ist, sowie fiir
den Bogen II mit R=1cm und 2cm. Bei fest-
gehaltener Achsentemperatur ist die durch die Strah-
lung bedingte Leistungserh6hung fiir R =2 cm etwa
viermal grofer als fiir R =1 cm, was dem Verhiltnis
der Bogenquerschnitte bzw. -volumina entspricht.
Wihrend die Leistungskurve fiir den strahlungs-
freien Bogen monoton mit der Achsentemperatur an-
wiichst, weisen die beiden tibrigen Kurven ein rela-
tives Maximum auf, d. h. bei festgehaltenem R kann
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die Leistung mit zunehmender Achsentemperatur
zuriickgehen. Man kann dazu vielleicht bemerken,
dal in praxi die Einstellung einer héheren Achsen-
temperatur mit einer Verbreiterung des Bogens ver-
kniipft ist, wodurch immer ein steigender Verbrauch
elektrischer Leistung zustande kommt. (Die Garchin-
ger Experimente scheinen nicht dagegen zu sprechen.)

Da der Ubergang vom Bogenmodell 11 und IIT
mit einem erheblich gréeren Aufwand an Rechen-
maschinenzeit verbunden war, wurde diese Rechnung
nur fiir wenige Achsentemperaturen durchgefiihrt

(vgl. Tab. 2).

Achsen-
R E J /4
tTer(rz)I;. cm Modell V/em A kW/cm
2-10% °K J‘ 1 I 5,46 458 2,50
4 11 5,84 493 2,88
1 111 5,91 53 3,13
| 2 I 2,73 915 2,50
| IT 344 1177 4,05
{ III 3,48 1337 4,65
10% °K 1 I 3,75 843 3,16
IT 3,95 828 3,27
2 I 1,88 1686 3,16
II 2,30 1555 3,58
111 2,29 1577 3,61

Tab. 2. Vergleich der mit den verschiedenen Bogenmodellen
gewonnenen Ergebnisse
(B>=20 kI', AuBendruck pa=>5-10* dyn/cm?).

Analog zu den Ergebnissen des Bogenmodells 11
ist der Einflul der Lyman-Strahlung auf die Energie-
bilanz bei einer Achsentemperatur von 2-10*°K
bedeutend groBer als bei 5-10* °K und erst recht
bei 10°°K, da mit steigender Achsentemperatur
(R sei fest!) die Ausdehnung der stark strahlen-
den Schichten abnimmt. Fiir Achsentemperaturen
>5-10* °K diirfte also das einfachere Bogenmodell
IT dem Modell III kaum unterlegen sein.

Wie schon erwihnt, wurde beim Modell III das
Emissions- und Absorptionskoeffizientenprofil fir
Ly. und Lys durch eine Treppenkurve angenahert.
Der durch die Treppenkurve nicht mehr erfafite Teil
der Fliigel des Profils machte fiir Lya 0,5% und fir
Lys 3% der gesamten Linienemission aus. Dem ent-
spricht nach Tab. 1 eine maximale Strahlungs-
leistung von ca. 30 W/cm? fiir Ly, und ca. 10 W/cm?
fir Lys. Setzen wir voraus, dal das Bogenplasma
fiir die Strahlung des nicht erfaten Profilanteils
optisch diinn wire, und beriicksichtigen wir die Aus-
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dehnung der stark strahlenden Bogenzonen, dann
diirften fiir R =1 cm etwa 40 W pro cm Saulenlinge
eine obere Grenze fir die zusitzlich aufzubringende
elektrische Leistung darstellen. (Fir R=2 cm ent-
sprechend ca. 150 W/cm.) Dieser Fehler ist also im
Vergleich mit der Gesamtleistung unerheblich.

In der radialen Temperaturverteilung wirkt sich
der Strahlungsverlust erstens dahingehend aus, dal3
in dem Bogenbereich mit starker Abstrahlung der
Temperaturgradient und damit der Verlust durch
Warmeleitung kleiner wird, um so in der lokalen
Energiebilanz [vgl. (1)] die Strahlungsverluste teil-
weise auszugleichen. Zweitens wird durch Erhéhung
von E mehr elektrische Energie o(7) E? zugefiihrt,
was gleichzeitig einen steileren Temperaturabfall in

Achsennidhe erméglicht (vgl. Abb. 8).

1.10°
Tr°K)

410"

|9

\
MR
210 ﬁ
e\

T
01 05 1

o
—*= 3R

Abb. 8. Radiales Temperaturprofil eines Bogens im dufleren

Magnetfeld; ohne (1) und mit Strahlung (Modell II) fiir

R=1cm (2), R=2cm (3); B:=20k[", AuBendruck
pA = 5-10* dyn/cm?2.

V. Zusammenfassung

Durch die Uberlagerung eines zylindersymmetri-
schen Wasserstoffbogens mit einem starken, axial
gerichteten Magnetfeld wird eine bedeutende Redu-
zierung der radialen Warmeleitfahigkeit fiir voll-
ionisiertes Plasma erreicht. Das hat zur Folge, daf}
fiir Achsentemperaturen oberhalb ca. 2-10* °K die
elektrische Leistung um Grofllenordnungen geringer
ist als beim Bogen ohne iiberlagertes Magnetfeld.
Der Einfluf} der Strahlung auf die Energiebilanz ist
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trotzdem gering. So wird z. B. fiir einen Bogen mit
einer Achsentemperatur von 10° “K, einem Radius
von 2 cm und einem AuBlendruck von 5-10* dyn/cm?
durch das Einschalten eines dulleren Magnetfeldes
von 20 kI' die Leistung von ca. 200 kW/cm auf ca.
3,5kW/cm vermindert, dabei betragen die Strah-
lungsverluste ca. 0,5 kW/cm.

Fiir die Anregung dieser Arbeit sowie das stetige
Interesse und die Hilfe bei ihrer Durchfithrung mochte
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R. Wienecke herzlich danken. Mein Dank gilt auch den
Mitarbeitern des Instituts fiir Plasmaphysik in Garching
bei Miinchen, die mir Unterstiitzung zukommen lief3en,
vor allem Herrn Dr. W. KeceL und Herrn Dipl.-Phys.
Fisser. Besonderen Dank schulde ich Fréaulein Warp-
HERR flir die Anfertigung der Abbildungen.
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